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Проведен анализ существующей математической модели (ММ) процесса колебаний полюса 
Земли относительно центра масс. Адекватность рассмотренной ММ проверена сопоставлением 
результатов  расчета с данными наблюдений Международной службы вращения Земли 
(МСВЗ). Отмечено, что рассмотренная ММ не позволяет достаточно адекватно описать про-
цесс колебаний полюса Земли на длительном интервале времени (более 10 лет), расхождение 
достигает 20%. 
Впервые предложен метод описания и прогнозирования координат полюса Земли относительно 
центра масс с течением времени с использованием метода нечеткой логики Такаги — Сугено. 
Разработанный метод проверен на адекватность, расхождение не превысило 4% во всем вре-
менном интервале. Предложен подход к описанию изменения координат полюса Земли с ис-
пользованием семи первых членов ряда функции Вейерштрасса. Предложенный метод имеет 
относительно высокое расхождение с данными МСВЗ  (от 5 до 50%), однако позволяет описать 
процесс колебаний полюса Земли, как и метод, в основу которого положен метод нечеткой ло-
гики Такаги — Сугено, на длительном интервале времени. 
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Введение 
Проведен ряд исследований, посвященных моделированию движения Земли относи-
тельно центра масс [1-7]. Методами теоретической и небесной механики и математиче-
ской статистики доказано, что в главном приближении движение Земли относительно 
центра масс – колебания полюса – есть объединение двух окружностей с медленным 
трендом среднего положения, отвечающих годичной и чандлеровской компонентам. Рас-
смотрена математическая модель процесса колебаний полюса Земли относительно центра 
масс [3]. Однако, она не позволяет адекватно данным Международной службы вращения 
Земли (МСВЗ) описать процесс колебаний полюса Земли на длительном интервале време-
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ни (до 10 лет), расхождение достигает 20%. Поэтому в настоящее время дальнейшее изу-
чение моделирования движения Земли и разработка новых методов описания и прогнози-
рования колебаний полюса Земли относительно центра масс является актуальной задачей. 
1. Математическая модель колебаний полюса Земли 
Для построения упрощенной математической модели процесса колебаний полюса 
Земли относительно центра масс предполагается, что малые деформации Земли происхо-
дят, главным образом, в радиальном направлении. Тогда уравнения вращательного дви-
жения относительно центра масс можно представить в форме классических уравнений 
Эйлера-Лиувилля с переменным тензором инерции J  [3]: 
 
Здесь ω — вектор угловой скорости в некоторой связанной с Землей системе коор-
динат, которая приближенно совпадает с главными центральными осями инерции J* “за-
мороженной” Земли с учетом “экваториального выступа”, A*, B*, C* — моменты инерции 
Земли относительно ее главных осей.  
Обоснованными упрощениями решения уравнений Эйлера — Лиувилля для иско-
мых переменных координат полюса Земли x=p(t), y=q(t) получаются параметрические 
представления вида: 
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Здесь     
         
      — неизвестные параметры, подлежащие определению статисти-
ческими методами (методом наименьших квадратов Гаусса). Их численные значения на-
ходятся посредством обработки ежесуточных данных наблюдений Международной служ-
бы вращения Земли [12]. 
На рис. 1-3 представлены графические зависимости изменения координат полюса 
Земли с течением времени, полученные с использованием описанного выше метода и дан-
ных наблюдений МСВЗ [12], в интервале времени с 1990 по 2000 годы. 
Стоит отметить, что математическая модель процесса колебаний полюса Земли от-
носительно центра масс, в основу которой положены уравнения Эйлера — Лиувилля, не 
позволяет адекватно данным наблюдений МСВЗ [12] описать процесс колебаний полюса 
Земли на длительном интервале времени (до 10 лет), расхождение достигает 20%. Поэто-
му, актуальной задачей является разработка более точного метода описания и прогнози-
рования колебаний полюса Земли относительно центра масс на длительном интервале 
времени. 
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Рис. 1. Колебания полюса Земли, координаты x и y (по модели Эйлера — Лиувилля) 
 
 
Рис. 2. Колебания полюса Земли, координата x (по данным наблюдений МСВЗ) 
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Рис. 3. Колебания полюса Земли, координата y (по данным наблюдений МСВЗ) 
2. Описание и прогнозирование колебаний полюса Земли относительно 
центра масс с использованием метода нечеткой логики Такаги-Сугено  
Предложен метод описания колебаний полюса Земли относительно центра масс с 
использованием метода нечеткой логики Такаги — Сугено [8,9]. Особенностью систем 
Такаги — Сугено является процесс формирования заключений из правил нечетких про-
дукций. В алгоритме Такаги — Сугено заключение каждого продукционного правила 
представляет значение некоторой аналитической функции от входов и состояния системы: 
           (3) 
где yi  — заключение j-го продукционного правила;       — некоторая аналитическая 
функция произвольного аргумента для j-го продукционного правила. Чаще всего аргумен-
тами функции       выступают значения входов и состояний нечеткой системы. 
Функция       может иметь произвольную форму и быть как линейной, так и нели-
нейной. Чаще всего функцию       определяют как линейную комбинацию входов систе-
мы: 
 ,0 ,1 1 ,
( ) ... ,
j j j j n n
f u a a u a u   
 
(4) 
где u — вектор четких значений входов u1, u2,…,un; j — номер продукционного правила; 
aj,0 , aj,1 ,…, aj,n — коэффициенты, заданные разработчиком нечеткой системы.  
Формула для получения четкого значения выхода нечеткой модели выглядит сле-
дующим образом: 
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где y — четкое значение выхода нечеткой системы; R — количество продукционных пра-
вил в нечеткой системе; aj — значение степени принадлежности предпосылки j-го про-
дукционного правила; yj — четкое заключение j-го продукционного правила. 
В программной среде Matlab с использованием данных об изменении координат по-
люса Земли с течением времени за период с 1962 по 2000 годы, представленных Между-
народной службой вращения Земли [12], разработана программа, позволяющая с помо-
щью метода нечеткой логики Такаги-Сугено описать колебания полюса Земли в период с 
1962 по 2017 годы. 
На рис. 4, 5 показаны графические зависимости изменения координат полюса Земли 
с течением времени, полученные с использованием разработанной программы расчета. 
 
Рис. 4. Колебания полюса Земли, координата x (по модели Такаги — Сугено) 
 
Для проверки разработанного метода расчета координат полюса Земли на адекват-
ность проведено сравнение результатов расчетов с данными наблюдений МСВЗ [12]. Рас-
хождение не превысило 13%, причем максимальное расхождение наблюдается только в 
одной точке всего временного интервала (1962-2017 гг). Не считая этой точки, расхожде-
ние не превысило 4%, что подтверждает адекватность разработанного метода. 
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Рис. 5. Колебания полюса Земли, координата y (по модели Такаги — Сугено) 
 
Графические зависимости расхождения результатов расчета и данных МСВЗ [12] 
представлены на рис. 6, 7. 
 
Рис. 6. Расхождение результатов расчета координаты x полюса Земли и сведений МСВЗ 
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Рис. 7. Расхождение результатов расчета координаты y полюса Земли и сведений МСВЗ 
3. Описание и прогнозирование колебаний полюса Земли с 
использованием функции Вейерштрасса 
Анализируя характер функций, описывающих зависимость координат полюса Земли 
от времени, стоит отметить, что прослеживается некоторое сходство с функцией Вейер-
штрасса. Функция Вейерштрасса – пример непрерывной функции, нигде не имеющей 
производной [10,11]. 
 1
( ) cos( ),
n
n n
i
x b a x 


   (6) 
где a — произвольное нечетное число, не равное единице, b — положительное число, 
меньшее единицы. 
В работе проведены исследования, в результате которых получено, что первые 7 
членов ряда функции Вейерштрасса с некоторыми коэффициентами a и b позволяют опи-
сать изменение координат полюса Земли с течением времени, несмотря на то, что неиз-
вестные параметры a и b не удовлетворяют условиям определения функции Вейерштрас-
са. Коэффициенты a и b найдены статистическими методами с использованием данных 
наблюдений МСВЗ [12]. Для функции координаты полюса y предложено описание суммой 
7 членов ряда функции sin(x) вместо cos(x). В результате проведенных исследований 
предложены следующие зависимости: 
 
,
7
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7
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На рис. 8, 9 представлены графические зависимости изменения координат полюса 
Земли с течением времени, полученные с использованием первых 7 членов функции Вей-
ерштрасса с рассчитанными коэффициентами. 
 
Рис. 8. Колебания полюса Земли, координата x (по функции Вейерштрасса) 
 
Рис. 9. Колебания полюса Земли, координата y (по функции Вейерштрасса) 
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Сопоставлением результатов расчета с использованием функции Вейерштрасса с 
найденными коэффициентами и данных наблюдений МСВЗ [12] получено, что расхожде-
ние составляет от 5 до 50%. Однако, с использованием разработанного метода возможно 
описание колебаний полюса Земли относительно центра масс на длительном интервале 
времени. С целью уменьшения расхождения ведутся дальнейшие исследования по нахож-
дению коэффициентов функции Вейерштрасса для описания колебаний полюса Земли. 
Заключение 
В ходе работы проведен анализ существующей математической модели  процесса 
колебаний полюса Земли относительно центра масс. Отмечено, что рассмотренная ММ не 
позволяет адекватно данным наблюдений МСВЗ [12] описать процесс колебаний полюса 
Земли на длительном интервале времени (до 10 лет), расхождение достигает 20%. 
Впервые предложен метод описания и прогнозирования координат полюса Земли с 
течением времени с использованием метода нечеткой логики Такаги — Сугено. Разрабо-
танный метод проверен на адекватность, расхождение не превысило 4% во всем времен-
ном интервале. Предложен подход к описанию изменения координат полюса Земли с ис-
пользованием семи первых членов ряда функции Вейерштрасса. Предложенный метод 
имеет относительно высокое расхождение с данными МСВЗ [12] (от 5 до 50%), однако 
позволяет описать процесс колебаний полюса Земли, как и метод, в основу которого по-
ложен метод нечеткой логики Такаги — Сугено, на длительном интервале времени. 
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At present, the study of the Earth and its geometry is of great interest to researchers in var-
ious fields of science. A number of studies concerning the Earth motion relative to the center of 
mass have been carried out. Methods of theoretical and celestial mechanics and mathematical 
statistics are used to prove that in the main approximation the Earth motion relative to the center 
of mass - the oscillation of the pole - is the union of two circles with a slow trend of the average 
position corresponding to the annual and the Chandler components. 
The article analyses the existing mathematical model (MM) of the oscillation process of 
the Earth's pole relative to the center of mass. The relationships of the Earth's pole oscillations 
relative to the center of mass with time are described by solving the Euler — Liouville differen-
tial equations of the celestial mechanics. The unknown coefficients in the equations are found 
using the numerical least-squares method by processing the daily data from the International 
Earth Rotation Service (IERS). It was noted that the examined MM does not allow observational 
data of the IERS to describe adequately the process of oscillations of the Earth's pole for a long 
time interval (up to 10 years), the discrepancy reaches 20%. 
For the first time, a method for describing and predicting the coordinates of the Earth's pole 
with time has been proposed using the Takagi — Sugeno fuzzy logic method. The developed 
method was tested for adequacy with the discrepancy of 4% at most over the entire time interval. 
An approach is proposed to describe the change in the coordinates of the Earth's pole using the 
first seven terms of the Weierstrass function series. The proposed method has a relatively high 
discrepancy with the IERS data (from 5 to 50%), but it allows us to describe the process of oscil-
lations of the Earth's pole, as well as the method based on the Takagi — Sugeno fuzzy logic 
method over a long time interval. 
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